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For the Favard class F, in the space C,, of continuous 2#-periodic functions
we solve the following problem. Given x ¢ R and knots x, - x; < =+ -~ x,,
¥, — 27 we determine weights v, (0 < & - n,0 <2 j < r) such that

LR t
sup ]f(x) DI AR ED
F2F, | k0 u

is minimal. The optimal weights are unique (except for a trivial case) and we
obtain them from a system of periodic polynomial splines u,; (0 < k - n,
0 /<)y == u(x). These splines induce an interpolation operator whose
degree of approximation with respect to the class F, is minimal if the knots are
cquidistant. Finally, we describe an efficient numerical procedure which shows
how to compute the interpolation spline in the equidistant case.

EINLEITUNG

Es set C,, der Raum der stetigen 2m-periodischen Funktionen, normiert
mittels der Maximumnorm, und F, (r € N,) die rte Favardklasse bestchend
aus den (r -+ 1)-mal absolut stetig differenzierbaren Funktionen von C,. mit

f7 . - 1. Indieser Arbeit kniipfen wir an Untersuchungen von Lushpai [3]
an und bdmndeln a.ndlog zum Vorgehen von Sard [4] folgendes Problem: Zu
vorgegebenem m, 0 <.m <Zr. xeR und Stitzstellen x, < x; < - -

X, ¢ X, ==X, -1 2o approximiere man das Auswertungsfunktional £
durch Linearkombinationen der Punktfunktionale £,D7(k - 0.0 - I
7 0..... n1), d.h. wir suchen nach Gewichten x,; (A - 0., I l:

4 O..., m)derart, daf3

: s L o | n--1 n :
Y S DY ‘| ©oosup ! f(x) YD S9N ‘
AU i fefy k0 j=b

minimal wird. Den Fall m = r - | kénnen wir explizit 16sen; dabei be-
antworten wir auch die Frage nach der optimalen Wahl der Stiitzstellen.
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334 WILHELM FORST

SchlieBlich erhalten wir ein Funktionensystem w,; (K - O....n - 1.7 0.
r - 1) von periodischen Splines, welches insofern optimal ist, als die Ge-
wichte ;o= w(x) (k= 0,...,m - 1:j - 0. ¢ 1) ein Proximum

n-1r1

Z Z VX DY

[ (At
zu & ergeben. Weiter zeigen wir, daB3 bis auf einen trivialen Ausnahmefall fir
x € R die optimalen Gewichte x,; cindeutig bestimmt sind, und ermittein
den Approximationsgrad supye, i f - L,/ des durch

72N NS |

Lot Z Z 100 ay,
FANR Y I |
definierten Interpolationsoperators L, ,. Ein Vergleich mit den durch
Tihomirov [7. 8} berechneten Breiten der Favardklasse zeigt, dafi wir so zu
einem Approximationsprozef mit guten Approximationseigenschaften
gelangen. Im letzten Abschnitt der Arbeit wird Gberdies dargelegt, wie mit
Hilfe des Algorithmus von Cooley und Tukey der Interpolationsspline
numerisch effizient bestimmt werden kann.

2. BERECHNUNG DER NORM DES FEHLERFUNKTIONALS

Im folgenden betrachten wir den linearen Raum

K, )fﬁ ol ‘ VA otfv "o c‘f: (r o N
Pecm 150

Fiir /= K, ist /7D absolut stetig; somit existiert fast Gberall £7'(x). und '
gehort zu L3, . Legen wir fiir fe K,

S S (1)

als (Halb-) Norm zugrunde, so st F, die Einheitskugel von K, . Seit0 .1 7
Zu Stutzstellen x, <7 x; < =~ < X, 4, ~ X, X, - 27 und Gewichten
a- (x,; k--0...n— Loy O..omyeRRe- D betrachten wir fiir festes
x € R die daraus hervorgehenden Restglieder

o b

RASY:  Jexy 3 % /9% {

(R

Wir fragen nach optimalen Gewichten a. tiir die R, als Funktional aul’ A,
minimale Norm ~ R, . =~ SUDy K R.( f) hat. Fur /¢ K, gilt

(9]

- ‘m_f(r)(/r 5177 ‘m‘ e Xy Uiy di [

TV - 0

. |
1) 5
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wobei zwischen /4, und der periodischen Fortsetzung B, des rten Bernoulli-
polynoms B, die Beziehung

i) = (—yrn L

B, (277) )

besteht. Aus (3) ergibt sich fiir das Fehlerfunktional R, die Darstellung

n—1

k l 27
RAS) = (1 -2 m)?%‘ | f()de
Y0

fe==A)

l 27 -1 m

— 5 JU ’ (At == x) — > 3w (0 — x ) FO) dr. (5)

Je=0 J==0

SaTz 1. Die in (2) definierten R, sind als Funktionale iiber K, genau dann
beschrankt, wenn

"f gy = 1 (6)
=0
gilt. R, hat dann die Norm
et
‘R, — %n __ ]/z (1 —x) — /Zo JZ(. (1 — ) — o | dr. (T)

Ist R, beschrankt, so umfal3t der Kern von R, den Nullraum der Halbnorm.
Dieser ist gleich der Menge P, der konstanten Funktionen, und damit folgt
(6). Umgekehrt ergibt sich aus (6) und (5) fiir beliebiges « € R

w1

R, . \—f l/z(r— )= YN ah, (- X)) —

L= j=0

dr.

Zum Beweis von

N ) 1 27 ¢ ~L m
R, , = rﬁ}’é}@n?.[) ‘{/1 r— Xx) z Y ol — X)) — x

Jo=0 =0

dt

nehmen wir an, daf3 das Minimum fiir & angenommen wird. Nach [5, Satz 1.4]
existiert dann eine Funktion ce Ly, . |o .. =1, so daB fiir die Fehler-
funktion
-1 n;
e(t) = It - x) - ) Y gl [ — xp) - X

k=0 j.-0

die Beziehungen

Le(t) = e(t) olt) fiir fast alle r e R
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und

(1.277) | s di 0 (8)
Y0
gelten. Mit o bilden wir die Funktion
fol2) (1/2m) { At zyotr)dr.
Jo

Es gilt f, ¢ K, und wegen (8) (1 otr) thr fast alle #; somit ist i 7,1, - |
und

D

R!l r R(L(IU) (1277) | “ e(1) ddr.

Y]

Satz I fihrt auf das Problem. den Ausdruck

o i b
A2 | hG Y Y v N | de

Loy =0

beziglich der n;; und « unter der Nebenbedingung (6) zu minimieren. Aus
[5. Satz 1.4] folgt dann die Existenzvon Ac Rund o e Ly mit' o !, - | und

; no1l om
,r(z‘)(h,.(f X) 2: Z Nl Kt 199 IS

fes) J 0

1 nwelon

i At x)-- .\f: Z o lt, 0 ) fir fast alle ¢,
‘ L2078 :

so dabBb die Beziehungen

Do
A

(1/2m) | oty bt - xp) df = A thowe O — 1),

hRtl

).

(1/2m) j— o{t) e 1 — xp)dt = 0 (ko= U, i dij=1,...,m)
o
und

(120 | o(tydr - 0 (10)

erfillt sind.
Im folgenden untersuchen wir jetzt speziell den Fall m = r -- 1 und
setzen 0.B.d.A. x, - 0 voraus. Filir optimale Gewichte x,; und « gilt dann

. . . : - . [T L | e
LemvA | Die Einschrinkung der Funktion 3, 42 a1 ,‘;‘/1,‘ )
auf das Intervall (x;, x;.q), G 17 4. ist ein LY-Proximum zu der ge-
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shifteten Funktion T_.1,, (T_,h)t):= h(t — x), unter den algebraischen
Polynomen aus P, mit Hichstkoeffizient (--1)"4r!.

Sei
. e (Y1 __ﬂ_,,; /_); N
H(t) == (—=1) B, )
dann hat H, den Hochstkoetfizienten (—1)7 17!, und es gilt

2

H(t - 2m) — H (1) == (— 1)~ 1~—r—ﬂ»!—rr» 1 (11)
Wegen
| o) ot — xp) i — |" Co(t) H, (t — Xy = 2a) dr
hR1] bt

: } o(t) H,_ (1 — x,) dr

[ o, x 2m) — Ho - x)

e ) di
Y0

folgt aus (9) und (11)

—1 [ )
(e il ’ a(t)(t—x,,)'”—l dt = 5 — f o(t) H(t — x,)dt = \

2y
(k = 0....n) (12)
. J, o(t)(t — X)) df ! ‘T alt) H At — x;)dt == 0
- Ry -\ e 7 g — X;.) ddt =
( D! ! 27y »
(k O,.... n.Jj T, ¥ 1)
Speziell fir & = 0 gilt also
(1720) [ ote) ey de = ).
0
(13)

(12m) [ o) H_(tYdt = 0 (j - 1r 1)
0
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woraus man unter Verwendung von (10) riickwirts rechnend

2

A2m) [ owyride 0 (GO ),
Xl (14)
(,7 l)l“l ] a2 . oy
2 . HQ;— J“ (T(f)[ dr = A

erhilt. Mit (14) ergibt sich so aus (13)

(12m) [ o)) Hot — x)dt = Xtk = 0.,
0
. (135
(120) [ o) Hy (t — ) de = 0 (k= Ocnsj = lor o 1.
“0
Dies eingesetzt in (12) liefert schiieBlich
Py
| o)t —xydt =0 (ko= Ounij~ Oy 1)
Mt
bzw.
(ot vde=0 itk Oegnijo Onr 1,
0
Fiir das Intervall (x; . xp,q), 0 -7 [ <2 n, gilt also
[ o di—0 (=0 — 1) (16)

Damit ist Lemma | bewiesen, und als nichstes stellt sich so das Problem. in
P, (X1, X;.4) ein (bzw. das) L-Proximum zu T_(/h,. - - H,) zu suchen.

3. DAS POLYNOMISCHE LI-PROXIMUM ZU GESHIFTETEN BERNOULLIPOLYNOMEN

Sei 0 << b —a i 1, x e {a, b]: im folgenden suchen wir ein Proximum zu
T (B, - B)eLYa.b) in P, (a,h). Die Untersuchung des Falles r 1
fihren wir als erstes gesondert durch. Wegen

Byt - xy - B{r - x) -1 falls @ = 1 < x,
0. falls x - ¢ - b,

erhilt man fir g <. x < (¢ -~ )2 das eindeutig bestimmte Proximum v 0
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und fir fa - 5)/2 < x <L b das eindeutig bestimmte Proximum & == 1; im
Falle x - (¢ — b)/2 sind genau die @ mit O <7 & <{ | Proxima. Ferner gilt

J Bt — ¥y - Byt X} — &|dt = x — a, falls a = x <. (¢ - b):2.
h o x, falls (@ — b)/2 « x . b,

Sel nun r =~ 1. (Unter Beachtung gewisser Modifikationen 4Bt sich auch
der Fall r == | hier einordnen.) Es bezeichne

£ = b ’) a _ b ?- a cos ( p k;ﬂ-] ) (A~ 1,...r)

die Nullstellen des rten Tschebyscheff-Polynoms 2. Art U, nach linearer
Transformation ins Intervall [a, b]. Man beachte, dall fir o.(r) :-~ sign
U((21h - aNt — (b -+ a){2)), t € [a. b], die Orthogonalititsrelation

|( 0 odiydi =0 fir peP, (17)
gilt.
SATz 2. Das Interpolationspolynom p e P, | mit
PED) = BUE, —x) — B(E, —x) (ko lr)

ist eindeutig bestimmtes L'-Proximum zu T_(B, — B,) in P, (a. b).

Lemva 20 Sei xe(&. &) und @lt) = — x)57 (¢ 2 2). Dann erfiillt
P, spanig! auf jeder (r --- 1)-elementigen Menge x| < - <0 X,;y mil
Xy - X < X,.; die Haarsche Bedingung.

Mun beweist Lemma 2 leicht durch vollstdndige Induktion mittels An-
wendung des Satzes von Rolle.

Wir kommen zum Beweis von Satz 2. Zuerst untersuchen wir zwei einfache
Spezialfille. Sei a < x -7 &; dann gilt wegen

Bt — x) — Bt - x) =r(t - xy L falls @ 1
- 0. falls v t b.

-

die Relation

x
=
-
Z
™
iy
=
-
~
~
Y
=
P
>
N
=

X) B1 X))o {t)dr ;
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d.h.p - 0ist L'-Proximum. Analog gilt im Falle £, - x < b

d.b. pr) rtr x) ' oist L'-Proximum. Im eigentlich interessanten Fall
& < x =2 £, beweisen wir die Behauptung mit Hilfe von Lemma 2: danach
kann die Fehlerfunktion 7 (B, B,) - p nur an den Stellen &, ... &,
verschwinden. Dariiber hinaus hat die Fehlerfunktion an diesen Stelien
Vorzeichenwechsel; wire ndmlich in einer Umgebung eines dieser & ¢twa
B{r- x) Bt —x) - p(t) >0, so erhielte man mit g P, . gi&y - |
und ¢g(&,) -0 (1 oo k< r Ak 25f), und hinreichend kleinem 4 G cine
Funktion 7_.{B, — B,) — p -~ Ag. die im Widerspruch zu Lemma 2 min-
destens » - | Nullstellen hdtte. Somit gilt

Wh b

| B XY Bt Ny plyide H (Bt Ny BAr oy esatydr
i

Az o

d.h. pist das gesuchte L'-Proximum.

Wir berechnen nun den L!'-Approximationsfehler. Es ist

' (Bt - vy Blr  x)odi)d

i

Yot | (B{r X)) - B(t- \)dt

b .
Y o "Ll)" Bt ) B, 0

YD &0 &)

a—

=
-
pel
=
_—
—
Y
=
[
1~
—_
-

Man erhilt somit

H“(B’,,(r N) Bt .\-‘))n,‘(r)dzi

Y]

(v a)y P :\__ (o DYy &Y i19)

JA

H

an’ -2 a by
e, )

P (X 3o J e v Ja. nis

(
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dabei bezeichnet p, den durch

definierten Spline. Nach Taylor gilt

R G AV
P,(.\‘) ! ( 771)/ ' (\ )

-1
i sign U, (¢t) dt
I !

.t 1
r ’ (r — )" Vsign U(t) dt = r r (r - x)Vsign Ut dr.

b
Mittels dieser Darstellung kénnen wir folgende Eigenschaften von p, nach-
weisen:
SAtz 3. (1) pA—x) = pA(x):
() pA—1) = p, (1) = 0;
(i) pAx) =0 fur i x| < 1;
(iv)  p, ist isoton auf [~1, O) und antiton auf [0, 1].

(1) Wegen sign U,(—t) == (—1)"sign U,(¢) und (17} gilt ndmlich

(x - 1) tsign Ut) dt

A1 -
p Xy = r | (0 x)Usign U(6) dt = r(—-1y

oo

Py 1
~F ‘ (r —xyVsign Uft)dt = r f {(t — x)yVsign ULt dt

o
= Pr(»\')~

(i) Offensichtlich gilt p,(—1) -- 0, wegen (i) also auch p,(1) = 0.

(iii) Im Sinne der Definition der Nullstellenvielfachheit bei Splines
(vgl. [2]) hat p, an den Stellen -1 und —1 je eine r-fache Nullstelle; da 2r die
Maximalzahl von Nullstellen ist, gilt p,(x) > O fir | x| < I.

{iv) Im Falle r =1 giit py(x) =1 — ! x | und damit die Behauptung.
Fiir r = - | untersuchen wir

b=l

auf Nulistellen. Wegen (i) gilt p,’(0) = 0. An den Stellen ] und —1 hat
p,” auBerdem je (r — 1)-fache Nullstellen. Da p,” maximal 2r — 1 Null-
stellen haben kann, gilt p,/(x) >0 fiir -1 << x <0 und p,/(x) <20 fiir
0 <2 x -7 1 und damit die Behauptung.
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p, nimmt sein absolutes Maximum genau im Punkte 0 an. Fiir den Maxi-

malwert p, gilt

1
Py o= ] 1 Usign U (1) dt.

A1)
Wegen
U, (cos x) ~ Em(-('—l) ) fir 0- x-. 7
sin x
und
sign(sin(r -+ 1) x) - — Z f',m/l,,, D Dy
T “ 1

erhalten wir aus (20)

pr o | sin x cos” ! wvsign(sin{r - 1) x) dx

2

Z ' "sin xcost !y sin((2k - D -+ 1) A
T =0 Yo
Z ‘ Los" Neos((2k ~ e - 1) v)dy;
Jo=0 ¥
schlieBlich folgt mit
S e "TI((X -+ 1) )
.’” cos™ X cos B dy ST B DTG B
(~1 -
(vgl. [9, p. 134, ex. 7))
~ / l)/(/ 1) 1 F
Ce= (r - D = L LA
P ) 7 ,Zu ]—L "(2/\(1 1' L2l =1y 2r ( ;

4. DIt OPTIMALEN GEWICHTE

Bezeichnen wir mit £, (v == 0,...,n — 1. p = r) die Punkte
. Noop N, A T
S S

SEIAY

[B]

(20)
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so gilt aufgrund der Uberlegungen in den Abschnitten 2 und 3 (insbesondere
Satz 2) fiir optimale «;; (0 << A < n,0 <2 j < #) und «

o1 r-1

Z Y o (€, — ) o= (€, — X) O <wv-ml <lip-rn

I j= O

(23)

Mit (6) und (23) erhalten wir ein System von nr - | linearen Gleichungen
mit ebensovielen Unbekannten. Dieses ist IGsbar, da unser Ll-Approxima-
tionsproblem eine L&sung besitzt; zum Nachweis der eindeutigen Losbarkeit
seien B, (0 <<k <n, 0<j<r) und B eine Losung des homogenen
Systems, d.h.

no-1
> B 0 (24)
L0
und
n-1 r—1

S S Bl x) B =0 (0 v<m ] <p <) (25)

L0 =0

Aus Interpolationsgriinden ist dann

n-1 -1
YN Bl f(t—x)+B—0 fiir fast alle 1 € R:
L0 j=0

die Fourierreihe dieser Funktion ergibt 8 == 0 und

n=1 -1 7l

> 2 (,,)}:Bm = fir /e7.0). (26)

Foe=ld j=40

Betrachtet man (26) fiir / =1, 2,..., n - r, so erhdlt man ein Gleichungs-
system mit nichtverschwindender Koeffizientendeterminante; also gilt auch
B =0 (0 <k < n 0<j<r). Folglich sind die optimalen Gewichte oy,
und « eindeutig bestimmt.

Mittels u,;(x) := a; fiir x € R erhalten wir Funktionen u;; (0 <X k << n.
0 << j << r). Mit Hilfe von (6) und (23) folgt dann, daB es sich dabei um
periodische Polynomsplines der Ordnung » handelt mit einfachen Spline-
knoten in &, (0 <<v << n, 1 =< p << r); die u,, genligen den Tnterpolations-
bedingungen

u(x) = 8,8, (0 v 0 p ). (27)
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Dadurch sind sie andererseits aber auch schon eindeutig festgestlegt. Weiter
folgt aus (6) und (23) die Beziehung

spaniu, 10 < k- A0 - 1

ol

Y Y gyt /7'22%, oi. (28)

-0 ju 1 Joo0ji 1

auf die wir im niachsten Abschnitt zuriickkommen werden.

Bemerkung. Zu x € R sind die optimalen Gewichte eindeutig bestimmt,
auBer bei r =1 fiir x o (x; < x;.4)2 mod 27 (k == 0,...,n - 1); dann
denken wir uns die u;; an diesen Stellen stets durch die Normierungsbe-
dingung u;,;(x) -= (u(x - 0) =- u(x — 0))/2 eindeutig festgelegt.

Zusammenfassend gilt

SATzZ 4. Zu festen Stiitzstellen x, <2 x; <1 <Ix, | <IX, X, -27
existiert ein Unterraum U, , :-=spanfu,; | 0 <k << n A0 < j<r}, so daff
fiirallexe R

nolor-1

sup ! FO) =3 U g x)

I 0 j-0

genau fiir die Gewichte u,(x) (0 <. k < n, 02 j <r) minimal wird. Die
Basiselemente u,; von U, , sind periodische Polynomsplmes der Ordnung r mit
den in (22) angegebenen einfachen Splineknoten; sie geniigen den Interpolations-
bedingungen (27) und sind dadurch eindeutig bestimmt.

Auf Ci-' kann man mittels
T SRS §

L:'.n‘/.: - Z Z J[”)(-\‘A‘) ll/.'_/

b o0

einen Interpolationsoperator L, , : Ci-' — U, , definieren. Mit (19), Satz 3
und Satz 4 ergibt sich dann folgendes

KOROLLAR. L, , hat beziiglich der Favardklasse F,. den Approximations-
grad

oy . Pro2=bof Ny X\
su — L, f1 = ZLmax (— e B
sup L Cpmax (A )

dieser ist genau dann minimal, wenn die Stiirzstellen dquidistant sind.
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5. ZUR NUMERISCHEN BESTIMMUNG DES INTERPOLATIONSSPLINES

Ahnlich wie Golomb [1] beschreiben wir nun fiir den Fall dquidistanter
Stiitzstellen eine Methode zur Bestimmung von s € U, , mit

s9(x,) -=7,, (0=iv-<n 0=lp<Cr) (29)
Es bezeichne
& = (mwim)(] — cos( jmi(r - 1))) (j=1.., r).

Gemal (28) machen wir den Ansatz

n-1 r

s(t) = y - Z Z Yt =Xy &) (30)

[V |

die Koeffizienten y und y,; (0 =< k < n, 1 = j <r) sind so zu bestimmen.
dafy

n

1 4
> > v 0 (31

L jeml

und (29) gilt. Zu (29) dquivalent ist das Gleichungssystem

n-1 7
Yy Z Z I €D v = M (e A
k=0 j=1
(32)
o Lor
Z Z ('41)!7/“_70(‘\.”7]( T g}) Yii 7]1:0 (O Y < , 1 = P b "):
fo=0 j=1

die Gleichungen (31) und (32) sind eindeutig losbar. Bezeichnen wir mit
C,; € R die Matrix

/I/‘———n('\]] ‘f}) /Ir'n(-\‘ 17 57) /l/‘ n(~\- w1 T EI)

an e (“41)" /17'— tl(’\.* YI.;~1 - é‘/) /I,» '/1('\.(; - ‘:Cl) /II‘ /1('\‘» .'/:1'_’ - é:/)

By S L =) b (e £) o (xy £

und mit g; € R* bzw. 3, € R™ die Vektoren

/

{ Voi Moy
R ]

Vo1t V1.0

6.40:20/4-3
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so erhalten wir aus (32)

R .
I ( ) + 2 Coig = Yo
1 =1
(33)
2 Cuti=— b (p = lo.r- 1)
i1

C,; ist zyklische (n, n)-Matrix; die mittels der nten Einheitswurzel w -
exp(2wifn) gebildete Matrix

Q= (wl“j)0<k.j<n g G

enthdlt als Spalten die Eigenvektoren von C,; zu deren Eigenwerten
-1

)\5”’“ = Y (=D (x 6 w™ (v=20,.,n—1). (34)

fe=0
Mit Q-1 = (1/n) 2* folgt

(1/n) Q%C,;Q2 = D, 1= diag(A\y”,.... X7y,

Setzen wir

=) Q% (- laar)
und
¥, 1= (I/n) @Fy, (p=0...,r — 1), (35)

so 1aBt sich (33) umformen in

1

vl © ]2 Dud o s (36)
: =1
0

Z D, & = ¥, (p= lo.r— 1.
i1

Umordnen der Gleichungen des Systems ergibt mit

©.10 . o
A, A,

A, = : :
A(rrl,l) I)\(r 1.0} ]
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die zu (36) dquivalenten Gleichungen

/Yol 0 . Moo
AEETE N 7
und

5/»‘1\ / ﬁv()
AV( ) = ( \) (v = 1...., n— 1) (38)
\‘?vr"’ ‘ﬁv.r— 1/

zusammen mit der aus (31) hervorgehenden Gleichung

z '}7()1! - O (39)
p=1
sind diese eindeutig lésbar. Bildet man dann mit Hilfe der Ldsung der
Gleichungen (37), (38) und (39) die Matrix G := (7,,), so liefern die Elemente
der Matrix 2G gerade die Koeffizienten y,; (0 < k <n, 1 < j <r).

Anmerkung. Die inneren Produkte in (34), (35) und bei £2G kénnen nach
Cooley und Tukey (vgl. [6, pp. 66-71]) mittels diskreter Fouriertrans-
formation effizient berechnet werden. Die Matrix G erhilt man durch Lésen
von 1 Gleichungssystemen mit je r bzw. r -- 1 Unbekannten. Der Gesamt-
aufwand betragt also O(r2ulg(n) + nr?).

REFERENCES

1. M. Goroms, Approximation by periodic spline interpolants on uniform meshes, J.
Approximation Theory 1 (1968), 26-65.
. R. S. Jou~soN, On monosplines of least deviation, Trans. Amer. Math. Soc. 96 (1960),
458-477.
3. N. E. LusHpral, Best quadrature formulas on classes of differentiable periodic functions
(Russian), Mat. Zametki 6 (1969), 475-481.
. A. SARD, Best approximate integration formulae; best approximation formulae, Amer.
J. Math. 71 (1949), 80-91.
. A. SCHONHAGE, ‘‘Approximationstheorie,” de Gruyter, Berlin/New York, 1971.
. J. Stoer, “Einfithrung in die Numerische Mathematik,” Springer-Verlag., Berlin/
Heidelberg/New York, 1972,
7. V. M. TiHoMIROV, Diameters of sets in function spaces and the theory of best approxima-
tions, Russian Math. Surveys 15, No. 2 (1960), 75-111.
8. V. M. TmoMIirov, Best methods of approximation and interpolation of differentiable
functions in the space C[-1, 1], Math. USSR Sb. 9 (1969), 275-289.
9. E. C. TitcuMARsH, “The Theory of Functions,” Oxford University Press, London, 1939.

b

Ja

o e



