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For the Favard class f~ in the space C,,, of continuous 217-periodic functions
we solve the following problem. Given xc IR: and knots XI! X, . X,. 1

X" 217 we determine weights 'b (0 < k 11,0 j 1') such that

I
,,', 1 ,

sup lex) - L L'IJ(J)(X/.) I
f?:F", I k -() J (J

is minimal. The optimal weights are unique (except for a trivial case) and we
obtain them from a system of periodic polynomial splines 111.1 (0 k Ii,

o i· r): Ilk/X). These splines induce an interpolation operator whose
degree of approximation with respect to the class F, is minimal if the knots are
equidistant. Finally, we describe an efficient numerical procedure which shows
how to compute the interpolation spline in the equidistant case.

I. EI~LEITU]\;G

b ,ei C~~ der Raum der stetigen 27T-periodischcn Funktionen, normiert
mittcls der Maximumnorm, und F r (I' 0 I\J]) die rte Favardklasse bestchend
aus den (I' I)-mal absolut stetig differenzierbaren Funktionen von C~" mit
pll , I. In dieser Arbeit kniipfen wir an Untersuchungen von Lushpai [3J

an und bchandeln analog zum Vorgehen von Sard [4] folgendes Problem: Zu
Yorgegebcnem 111, 0 111 I' X E IR: und Stutzstellen X o < x] < ...

X" I XII X o 27T approximiere man das Auswcrtungsfunktional .\'
durch Linearkombinationen dcr Punktfunktionalc '\:I,D' (k 0 , /I I'
i (L ... m), d.h. wir suchen nach Gcwichtcnxli (/\ 0 /I I:
j 0.... , m) dcrart, daB

Ii ll/l

II
/.. (I j 0

I

sup! fix)
F I, .

0---1 HI

I I XI ,fiil(X/J I
I. I) J=tl

minimal wird. Den Fall III r ki.)nnen wir cxplizit Ii.)scn; dabel bc
C1n(worlcn wir auch die Fragc nnch der optimalen Wahl der Stlitzstcllen.
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334 WILHELM FORST

Schlief31ich erhalten wir ein Funktionensystem III,; (/\ 0, .. , II 1: i 0 .....
r I) von periodischen Splines, welches insofern optimal ist, al~ die Ge-

wichte ';,;: UI,,(X) (k 0, ... ,11 I:,i 0, .... r I) ein Proximum

n 1 i" I

I I'll";'£)'
{.--,Ui (I

zu ,\ crgeben. Weiter zeigen wir, daB bis auf einen trivialen Ausnahmefall flir

x E iH die optimalen Gewichtex{,) eindeutig bestimmt sind, und ermitteln

den Approximationsgrad SUPfEl', I L,.IJ des durch

/I i'-,}

L"n! : I I f"I(\.;) II{,)

I," -0 ,; 0

definierten Interpolationsoperators L,.lI' Ein Vergleich mit den durch
Tihomirov [7,8] berechneten Breiten del' Favardklasse zeigt, daB wir so zu

einem ApproximationsprozeB mit guten Approximationseigenschaften
gelangen. 1m letzten Abschnitt der Arbeit wird uberdies dargelegt, \Vie mit

Hilfe des Algorithmus von Cooley und Tukey del' Illterpolationssplinc

numerisch effizient bestimmt werden kann.

2. BERECHNUNG DER NORM DES FEHLERFUN"-1I0NAI.S

1m folgenden betrachten wir den linearen Raum

1\, : V /\W(/I 11.t)
/-jll

et '\ (r

FLirt K, ist fir 1) absolut stetig; somit existiert fast i.iberall /"'(X), und I i(,

gehort zu L~" . Legen wir fUrfie' K,

I, f'" ( I)

als (Halb-) Norm zugrunde, so ist F, die Einheitskugel von K, . Sci 0 Ii/ r.

Zu Stiltzstcllen Xo Xl Xli I Xli Xo 2IT und Gewichten
a (:~j\.i /..: O~ ... , n l:j 0..... In) [Rtl.o:(II! 1) betrachtcn \v'ir flir festes
X E [R; die daraus hervorgehenden Restglieder

R,,(j): j (\) II
;'. n;

"(.\/.). (2 )

Wir fragen nach optimalcn Gewichten a. fllr die R" 'lIs Funktional auf 1\

minimale Norm R", SUPfO, R,,( f) hat. FLirt K, gilt

fCv) (f(t) cit
27i . 0

,~ "

I !l,U27T . (l

r) ("'(I) dr. ( ]\
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wobei zwischen hr und der periodischen Fortsetzung Br des rten BernouIli
polynoms B r die Beziehung

(217Y - . t '-
hr(t) = (-I)"il_r1,-B'{217) (4)

besteht. Aus (3) ergibt sich fUr das Fehlerfunktional R a die Darstellung

R"U) = (1- 'f.. l

lXkO)' -Zl ('f(t) ilt
1;0_0 17 ·0

I ,.2"- - I (hr(t
217 .0

n----l II/,

x)- I I lX/;/lr_j(t -- x,.)) prl(t) dt. (5)
1_=0 j-oO

SATZ I. Die in (2) definierten Ra sind als Funktionale Uber K,. genau dann
beschriinkt, wenn

gilt. Ra hat dann die Norm

n--l

I 0:/;0
l,'~O

(6)

1st R" beschdinkt, so umfaBt der Kern von R a den Nullraum der Haibnorlll.
Dieser ist gleich der Menge Po der konstanten Funktionen, und damit folgt
(6). Ulllgekehrt ergibt sich aus (6) und (5) fUr beliebiges ex E IR

ZUIll Beweis von

nehmen wir an, daB das Minimum fUr ci angenolllmen wird. Nach [5, Satz 1.4]
existiert dann eine Funktion a E L~", i a 7. .~ I, so daB fUr die Fchler
funktion

E(t) := h,.(t x)

die Beziehungen

Ii'[ II,

I I '!)I 1' .Jt- -,/;) --- "
J;~O j oil

E(t) aCt) fLir fast aile t E: IR
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und
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(I 2IT) r-' u(t) dl
• 0

o (8)

gelten. Mit a bilden wir die Funktion

j,M) (J/2IT) ("II,.U :)u(l)dl.
'0

Es gilt./;JEKr und wegen (g)'/;;)Ui
und

a(l) nil' fast aile I; somit ist Uo

(1/2r.) I E(t) til.
o· 0

Satz 1 fuhrt auf das Problem. den Ausdruck

( J /2IT) I II ,(I
--0

l!/i

I I '/,)7,;(1 .YI'!
f,-, I) ,i"O

, !tit

bezuglich del' i1:ld und IX unter del' Nebenbedingung (6) zu minimieren. Aus
[5. Satz 1.4] folgt dann die Existenz von ,\ c: ~ und (J fcC L':)~ mit I a 1 I lind

Il 1 1.t/,

I IVI)I,. )(1
;, cO i ·0

\f')

!
I h,(I x)

II 1 ill-

I I '/./1, j(1 .rd
/:c..AI j 0

fLir fast aile t,

so daB die Beziehungen

(l/27T) (,,(I) h/(t ~~ x/.) tit
'(1

( 1;2IT) t' a(t) h,. iU -- Xl.,) dt
o

und

,
"

()

II,

(/\

0..... Ii .~ I).

0..... 11-- 1:)= J, ... ,m)

(1/217) (' a(t) tit
.\}

() (10)

erftillt sind.
1m f01genden untersuchen wir jetzt speziell den Fall m I' und

setzen a.B.d.A. X o 0 voraus. Fur optimale Gewichte VI.. und 11: gilt dann

LEM:VIA I. Die Einschriinkz/IIg del' Flink/ioll I.;:~~ I.~=~) IX/,' T
au!, das Interval! (x,. x,'!). 0 I Ii. is! eill f.l-Proximlll11 :11 del' ge-
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shijtetell Funktion T_"hr , (T_Jlr)(t): ~ hr(t - x), linter den algebraischell
Polynomen aus P r mit Hochstkoeffizient ( --I )'11(r!.

Sei

Hr(t) :
(277)' -- t

(-])'-l----;-I-~ B, 1-
2
--)' :

I . \ 7T

dann hat 11, den Hochstkoeffizienten (--1)' Ilr!, und es gilt

Wegen

277I )' 1 __ • t" 1

(r I)!
(II)

.:2r

I a(t)h,_,.{t-x/Jdt
'0

fo]gt aus (9) und (11)

ri

' aCt) H,_j(t -- XI -+ 277) cit
"0

r~ aCt) If,-j(t -- -\';) dt
• :1';..

.'> ,i'k

I a(t)(H'_i(t-- X" 277) - H, j(t X7.))
"()

(" (J(t) H,_j(t -- "/) dt
• 0

( ---I )"--1 •.ik;------ I a(t)(t - X ,)'-1 cit
\r---l)!.{) I,

( I)" i--l .'Ic , .
-~------;----~ J a(t)(t -- .\';,)'-)-1 dt
(r j-l)!()

-.!... (" a(t) H,(t - X,) dt = ,\
277 . ()

(k 0..... II).
( 12)

(I< O..... II:j 1.... ,1' I).

Speziell flir k = 0 gilt also

(1/277) C" a(t) H,.(t) cit = I\.
'n

(1/277) C" a(t)H,_;Ct)dt = 0. ()
(j 1... .. I' I).

( 13)
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woraus man unter Verwendung von (10) riickwarts reehnend

(1/277) (" aft) t' £If
"'n

(._l)'"] I .2"....._- --- I aU) t' £It
r! 277 '0

erhalt. Mit (14) ergibt sich so aus (13)

n

\
1\

( .) n, ... , r I).

( 14)

(l/277) r" aft) H,U - .c/,.) dt = ,\
• 0

(1/277) r" aft) I-I,.;(t - XI,) £II
'0

n

(k

(k

0, ... , 11) •

0..... 11; i I •...• r I).

( 15)

Dies eingesetzt in (12) liefert schliel3lieh

bzw.

(I. a(t)U _. x,), dt
..'0

o (k O, .... n:j 0..... 1" 1)

~.i'kI aU) t J £It C~ 0
'I)

(k O, ... ,I1:j 0.... , ,. 1l.

Fur das lntervall (x, . Xl'l l, 0 ! < 11. gilt also

(' l cr(t) ti dt
',!';

o (j ~= 0, .... r - I). ( 16)

Damit ist Lemma I bewiesen. und als naehstes stellt sich so das Problem. in
P,--1(X/. x/+1) ein (bzw. das) U-Proximum zu L,,(II, H,.) zu suchcn.

3. DAS POLYNOMISCHE V-PROXIMUM LV GESHIFTETEN BERNOULLJPOLYNOME,,-

Sei 0 < b .-. a I. x E [a. b]: im folgenden suchen wir cin Proximum zu
T_J.(B, B,) EO U(a, b) in P, 1(a, b). Die Untersuchung des Falles r 1
fi.ihren wir als erstes gesondert dureh. Wegen

BJt x) 1

O.
falls a

falls x

x.
b.

erhalt man fi.ir a x (a h)'2 das eindcutig bcstimmte Proximum ()
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und fLir (a h)/2 < x b das eindeutig bestimmte Proximum It ~c 1; im
Faile x (a --:- h)/2 sind genau die iX mit 0 ex 1 Proxima. Ferner gilt

"I)

J, BI(t - xl B1(t x) -- it i dt x a. falls a x (a h)/2.

h x. falls (a h)!2 x h.

Sei nun r
der Fall r

1. (Unter Beachtung gewisser Modifikationen @3t sich auch
hier einordnen.) Es bezeichne

(k I, .... r)

die Nullstellen des rten Tschebyscheff-Polynoms 2. Art V, nach linearer
Transformation ins Interval! [a. b]. Man beachte, daB fi.ir a,.(t): sign
U,((2(h -- a))U - (b _L £1)/2)). t E [a. b], die Orthogonalitatsrelation

gilt.

'/1

/ p(t) (T,.(t) dt ~._- 0
~. /I

fi.ir PEP, I ( 17)

SATZ 1 Das Interpolationspo!.vnol11 pEP, I mit

(f.: I. .... r)

ist eindelltig bestimmtes U-Proxil11l1l11 ZII T_ x(l3,- B,) in P, I(a. b).

LEM\IA 2. Sei x E (~I . ~,) lind cp(t) ~- (t- x):] (r 21. Dann erfWlt
P, I span{ rr: auf jeder (r -+- I)-elementigen Menge XI X,i] mit
XI' X .\, 1 die Haarsche Bedingung.

Man beweist Lemma 2 leicht durch vollstandige Induktion mittels An
wendung des Satzes von Rolle.

Wir koml11en ZUI11 Beweis von Satz 2. Zuerst untersuchen wir zwei einfache
Spezialfiille. Sei a x ~l: dann gilt wegen

falls (/E,(t x)

die Relation

B,(t x)

o. falls x b.
(18)

.r,

I E,(r x) 8,((\)1 dr
I IiI .I, (E,(t\) B,((\» (J,.(t) ell i.

!
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d.h.!) 0 ist LI-Proximum. Ana]og gilt im Falle tr x b

(' B,(1 \) B,(I \} r(l x)' I ill

Ir(B,(I x) B,(I .\») iT,(t) ill

d.h. p(l) 1'(1 x)' I iSI LI-Proximum. 1m eigentlich inkressantcn hili
tl X t, beweisen wir die Behauptung mit Hi]fe von Lemma 2: danach
kann die Fehlerfunktion T ABr B,) p nur an den Stellen '~~l '"'' ~,

verschwinden. Dariiber hinaus hat die Feh]erfunktion an Jie,cl1 Stellen
Vorzeichenwechsel; wiire niimlich in einer Umgebung eines dieser t clyva
B,(t x) B,.(t x) p(t) O. so erhielte man mit q P 1 'II~,) I
und q(~d 0 (I k I' 1\ k n, und hinreichend kleincm ,\ 0 cine
Funktion T_AR, B,.) jJ 'Aq, die im Widerspruch zu Lcmma :2 l11in-
destens I' I Nullstellen hiitte. Somit gilt

(' 8,(1\) B,(t\) jJ(t) til
• if

I r" (l~,(I\) B,.(1
j.,!/

d.h. p ist Jas gesuchte V-Proximurn.

Wir berechnen nun den Ll-Approximationsfehlcr. Es ist

.I,

I (B,.(t\) B,(1\)) if'(!) ill

I)' I. (I I(13,.U .\.) B,(/\)) til

2~ ( ])1.((.\ ~kcl)"
i.. 0

1)'( x h( (x a)' 2 I ( 1)1 1(x c j'S
k 1

Man crhiilt som it

i (' (B,(!
I

.\ ) B,(1 v)) (JAt) ill !.,

(\ (/)1 2 '\ I )'C\ ~I)' ( 19)L_
I, 1

n Ii
,. .,

if h )'1l ) p,. (h 1\ flir \. ill.
a



PERIODISCHE HERMITE-INTERPOLATIOl\;

dahei hezeichnet P, den durch

,
p,Cv): (x tY+2I(-I)/,(x cos(br/(r· I)))'

I, ·1

definierten Spline. Nach Taylor gilt

341

p,Cr) r!(-I)' rC(v._ti;,1 sign Ur(t)dt
. 1 I .

I' r (t- x)' 1 sign U,(t) dt
• 1

I' ((t x)" 1 sign U,(t) dt.
",i'

Mittels dieser Darstellung konnen wir folgende Eigenschaften von Pr nach
welsen:

SATZ 3. (i) P,( -xl ~ .. p,(x);

(ii) p,(-I) Pr(l) 0;

(iii) P,(X) OIur: x I < I;

(iv) p, ist isoton auf[--L 0] unci antiton mif'[O, I].

(i) Wegen sign U,(-t)~~ (--I)" sign Ur(t) und (17) gilt namlich

.1 r

1'1 (t l xl'- l sign U,(t)dt == r(--IV I' Cr- t)"1 sign Ur(t)dt
•. .J' .. "'-1

-I' 1''' (t- X)/I sign U,(t) dt = I' r1

(t- Xl'-l sign Ur(t) dt
'--·1 ","

Pr(X).

(ii) Offensichtlich gilt Pre -- I) - O. wegen (i) also auch p,D) = o.
(Ill) 1m Sinne der Definition der Nullstellenvielfachheit bei Splines

(vgl. [2]) hat P, an den Stellen _L I und -I je eine r-fache Nullstelle; da 21' die
Maximalzahl von Nullstellen ist, gilt p,(x) > 0 fUr I x : < I.

(iv) 1m Faile I' == I gilt P1(X) == I - : x i und damit die Behauptung.
FLir I' -, I untersuchen wir

p,'(.r) I' ((X
I

1)'1 -- 2 I (
/;~I

(
br )'-1)IV x -+- cos -'-'.--.

I -.- I

auf Nullstellen. Wegen (i) gilt p,.'(O) = O. An den Stellen --:-1 und--l hat
P,.' auf3erdem je (I' - l)-fache Nullstellen. Da P,.' maximal 21' - I Null
stellen haben kann. gilt p,.'(x) > 0 fur I < x < 0 und p,.'(x) < 0 fUr
o < x .- lund dam it die Behauptung.
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Pt' nimmt sein absolutes Maximum genau illl Punktc 0 an. Fi.ir den Maxi
malwert p, gilt

Wegen

.I

I' I-t' J sign U,.(t) dt,
, 0

(20)

und

sin((/'·, I) x)

SIl1 X
rLir O· x· 'iT

sign(sin(r . '.- 1) x)
4 'sin((2k 1)(1' I) x)-- I '----.'--------.-
'iT /.0 2k J

erhalten wir aus (20)

p,
~ ,.)

I' r sin .r cos' J x sign(sin(r
• I)

I) x) dx

4' I "TC!~

I' I ---.-~ .. I sin x cos' 1 .r sin((2k
'iT 1,.-0 2k .:- 1 '0

!)(r 1)\) d\

4 " "",
(I' - I) - I I' . cos' x cos((2k

'iT I,'~O "0

schlieJ3lich folgt mit

1)(1' I) x) dx:

r/~ cos' x cos ~x dx
"0

(vgl. [9, p. 134, ex. 7])

TT1'((, -f I)

:2;--:1T(((',' ~(3)1i)---T)7\((-;-~ ~ (3)/2) I)

p,.

4. DIE OPTIMALE?\ GEWICIITI

2' 1

r
. ~ "-

I:!

I
(21 )

Bezeichnen wir mit ~"If (v ~~' 0, ... , n - I: P= I, .... r) die Punkte

x"~ J
r , cos (j'iT __ j

2 r I'
(22)
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so gilt aufgrund der Oberlegungen in den Abschnitten 2 und 3 (insbesondere
Satz 2) fUr optimalecxl.; (0 k < 11, 0 j < 1') und ex

p]J' 11, 1(0
n -1 /' 1

I I '/./lr-;(t"" -- Xl.)- ,= hr(t",,- x)
1,0 ;0 0

r ).

(23)

Mit (6) und (23) erhalten wir ein System von Ill' T I linearen Gleichungen
mit ebensovielen Unbekannten. Dieses ist lasbar, da unser U-Approxima
tionsproblem eine Lasung besitzt; zum Nachweis der eindeutigen Lasbarkeit
seien f3/,j (0 ~ k < n, 0 ,-;;j < 1') und 13 eine Lasung des homogenen
Systems, d.h.

JI- 1

I f3lfl 0
I, fl

(24)

und

n----} r-1

I I f3l.)l r -M"" ._- x,,) I- 13 =.C 0
l~"O )=0

(0 v < 11, 1 p ,::;; r). (25)

Aus Interpolationsgrunden ist dann

n--l r~l

I I f3kA-lt - x,.) 13 C" 0
b·O j~O

fur fast aile t E IR:

die Fourierreihe dieser Funktion ergibt 13= 0 und

o fur ! E E\{O; . (26)

Betrachtet man (26) fUr ! = 1, 2, ... , 11 . r, so erhiilt man ein Gleichungs
system mit nichtverschwindender Koeffizientendeterminante; also gilt auch
f3k.i= 0 (0 ~ k < n, 0 ~j < r). Foiglich sind die optimalen Gewichte (X,;_j
und (X eindeutig bestimmt.

Mittels uklx) : = (Xkj fUr x E IR erhalten wir Funktionen Uk; (0 k < 11,

o~ j < r). Mit Hilfe von (6) und (23) folgt dann, daB es sich dabei urn
periodische Polynomsplines der Ordnung r handelt mit einfachen Spline
knoten in tv" (0 ~ v < n, I p r): die lI,,; genugen den Tnterpolations
bedingungen

(0 11.0 p r). (27)
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Dadurch sind sie andererseits abel' auch schon eindeutig festgestlegt. Weiter
folgt aus (6) und (23) die Beziehung

span{u/_, 'I () II 1\ 0 .i

'II ±Yi,J"jI, j'i
1 ±Yi,

k 0, 1 k -0 , I

(28)

auf die wir im nachsten Abschnitt zuriickkommen werden.

Bemerkung. Zu x E IR sind die optimalen Gewichte eindeutig bestimmt,
aul3er bei r I fLir x (Xj, Xj, -1)/2 mod 27T (k 0, ... , n I); dann
den ken wir uns die Uk; an diesen Stellen stets durch die Normierungsbe-
dingung Uk,(X) (uki(X 0) - uj,IY 0))/2 eindeutig festgelegt.

Zusammenfassend gilt

SATZ 4. Zu festen Stutzstellen Xo Xl <: ... ". X" 1

exi,<,tiert ein Vnterraum V,.,,: span{uj,_;! 0 k /7 1\ 0
fur aile ); EO IR

x" X o 2"
j < rJ, so da}]

sup IfCy)
rEF,.

'II 'II f{J)(x,,) Uki(X) I
7: () j- 0

genau fur die Gewichte Uki(X) (0 k n, 0 .i < r) minimal wird. Die
Basiselemente Uk; von V,." sind periodische Polynomsplines der Ordnung r mit
den in (22) angegebenen einfachen Splineknoten; sie genugen den Interpolations
bedingungen (27) und sind dadurch eindeutig bestimmt,

Auf C~;, 1 kann man mittels

JI -11'-1

L".,J: I I f(i)(''(d lIf"
],-,0 j n

einen Interpolationsoperator L r •n : C~;l ----+ U,.n definieren. Mit (19), Satz 3
und Satz 4 ergibt sich dann folgendes

KOROLLAR. L,." hat bezuglich der F(lL'ardklasse F, den Approximations
grad

sup if -- Lr."I
fF Fr

dieser i.lt Renau dann minimal, wenn die Stiitzstellen dquidistant 5ind.
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5. ZUR NUMERISCHEN BESTIMMUNG DES INTERPOLATIONSSPLINES

345

Ahnlich wie Golomb [1] beschreiben wir nun fUr den Fall aquidistanter
Sttitzstellen eine Methode zur Bestimmung von s E V"" mit

(0 ]) II. 0 P < r). (29)

Es bezeichne

~j= (7Tjn)( J - cos(j7Tj(r

Gemaf3 (28) machen wir den Ansatz

I))) ( .
.I !... .. r).

n -··1 r

set) = Y- I I ykjh,.(t '\1, f;):
1; 0 .;,1

(30)

die Koeffizienten Y und YI:i (0 k < II. I j r) sind so zu bestimmen.
daf3

n 1 -/

o (31 )

und (29) gilt. Zu (29) aquivalent ist das Gleichungssystem

n-l ,.
Y -. I I h ,(.\", . I: OYli 'Y),o (0 ]' II ).

I.'~o i o ]

(32)

" 1 ,.

I I (- I)" h,-n(.\' k ~J Yki 1/,," (0 II II. I p r):
I, ~o j~1

die Gleichungen (31) und (32) sind eindeutig 16sbar. Bezeichnen wir mit
Cloi E [R" 'n die Matrix

( ",J'" ~J h,Jx 1 ;j)

( --I)" h, ,,(x ";'1 -- 0 h,.lyo ;j)
Cnl

.--

h, JX 1 til h,.Jx' 2 ;i)

h, ,,(x

h,. jx

und mit gj E [Rn bzw. )'p E [R" die Vektoren

6-10 20/-1-3

gi=
YlIl,J

bzw.
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so erhalten wir aus (32)
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{) ,.
I COjgj Yo,
j,"l

r

I Cpjgj ~~ y"
J.-.-]

(p 1. ... , r I).

(33)

Cpj ist zyklische (n, n)-Matrix; die mittels der nten Einheitswurzel w

exp(21Tiln) gebildete Matrix

enthiilt als Spalten die Eigenvektoren von Cpj zu deren Eigenwerten

;(--1

,\(p,j) .~'~ "" (-1)1' II (x. ,- 1:).) w vk
v . ~ ,r-n _~ -I, S

h~O

Mit Q-1 = Oln) Q* folgt

(v == 0, ... , n - 1). (34)

(1/ 1) Q *C Q _. D '-- dl'ag(\\p,j) \(o,j»)
. I pj -- pj .-" ~ 1\0 , ... , I\n-l.·

Setzen wir

gj := (lIn) Q*gj

und

(j I. ... , r)

.Yo := Oln) Q*,\'"

so liHlt sich (33) umformen in

(p -== 0",., r - 1). (35)

,

L DOJiL Yo·
j-l

,.
I Dp;!L Yr'
j·l

(p = I, .... r - I).

(36)

Umordnen der Gleichungen des Systems ergibt mit

(]J = 0.... ,11 I)



l'ERIODISCHE HERMITE-INTERPOLAnON

die zu (36) aquivalenten Gleichungen

und
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(37)

(v = 1,... , II - I); (38)

zusammen mit der aus (31) hervorgehenden G1eichung

I'

I Yn!'
p,,,o1

o (39)

sind diese eindeutig IOsbar. Bildet man dann mit Hilfe der Lasung der
Gleichungen (37), (38) und (39) die Matrix G := (Yvp), so liefern die Elemente
der Matrix QG gerade die Koeffizienten Ykj (0 :'( k < /1, I j:'( r).

Anmerkung. Die inneren Produkte in (34), (35) und bei QG kannen nach
Cooley und Tukey (vgl. [6, pp. 66-71]) mittels diskreter Fouriertrans
formation effizient berechnet werden. Die Matrix G erhalt man durch Lasen
von n Gleichungssystemen mit je r bzw. r -L- I Unbekannten. Der Gesamt
aufwand betragt also O(r 2nh;(n) -+- nr3).
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